












































































































) 0 , (
w of Copulas 
A two‐dimensional copula   is defined as a function ) , ( v u C 2 ] 1 , 0 [ ] 1 , 0 [ :
2 → C  with the 
following properties: 
0 ) , 0 ( = = v u C C  all  ,  for ] 1 , 0 [ ∈ v u
  nd 
 
a u u C = ) 1 , ( v v C = ) , 1 ( for al   l ] 1 ,   0 [ , ∈ v u




) , ( y x H  with margins  ) and  (x F
) (y G  can be represented as 
)) ( ), ( ( ) , ( y G x F C y x H = ,       ( 1 )
where  ) , ( ⋅ ⋅ C is a uniquely d termined copula function. The theorem also states that any two 




result in a joint distribution function  ( y  with the margins F and G.  ) , x HC
If the distribution functions and the copula in (1) are continuous, Sklar’s theorem 
can be restated in terms of the probability densities as 





















































2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 v u v u v u









































K x f ) , ( ˆ τ
⎠ ⎝ i n 1 τ τ
where 
n
i i X 1 } { =  are observations (i.i.d. draws from the distribution being estimated), K(∙) is a 
kernel function, and τ is a smoothing parameter called bandwidth.
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,     ( 4 )  
and Jones, 1995). 
Based on (1’), (3), and (4), the  verall procedure for estimating the kernel copula 
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η
− ⎠ ⎝ i n 1 2 2 τ τ
Step 3. Construct kernel density estimate of the joint density h according to (4) 
using the product kernel and the same bandwidths as in Step 1. 
G  ( 5 )  
Step 4. Estimate the copula density at any given point (u,v) based on (1’), namely 
)) ( ˆ ( ˆ )) ( ˆ ( ˆ
)) ( ˆ ), ( ˆ ( ˆ
) , ( ˆ
1 1
1 1
v G g u F f





= ,      ( 6 )  
                                                        
4 Note that in the rest of the section the dependence of the estimated kernel density functions on the 
bandwidth is suppressed for brevity sake. where  ) ( ˆ 1 u F
− and  ) ( ˆ 1 v G
−  are inverse functions to the cumulative densities 
estimated in (5), which can be obtained by solving numerically the root‐finding 





















variables with uniform margins on [0,1] (Nelsen, 2006). In particular, if  } , { v u is a random 
is a random draw from the joint  )} ( ), ( { } , {













j 1 } , { = η ξ
 distributions on [0,1]. 
Step 3. Use the first series as is, i.e. set  j j u ζ =  for all j = 1,...,N, and calculate the 
distributions of v conditional on realization of uj as 
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Normal  Gamma  Weibull  Kernel sity   Den
Gaussian  –1 9  1,06 –1 3  1,43 –1 8  0,97 –10,696 
Kernel  –Inf  –Inf  –Inf  –10,589 
  
Figure 1: Scatter­plot of detrended farm and county yields, Kossuth County, IA, 1984­1990. 18
 
Figure 2: Fitted distributions, county yields. 
 19
 
Figure 3: Fitted distributions, farm­level yields. 
 20
 
Figure 4: Contours of estimated joint distribution densities, Gaussian copula. 
 21
 
Figure 5: Contours of estimated joint distribution densities, kernel copula. 
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